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“Aquellos que quieren conocer el arte de calcular, sus sutilezas e ingenuidades, deben saber
computar con las figuras de la mano. Con estas nueve figuras y el signo 0, llamado zephyrum, se
puede escribir el nimero que sea.”

Leonardo de Pisa o Fibonacci (1170-1240)



MATEMATICAS . TEMA.7 Y8
Sucesiones y progresiones

1.SUCESIONES
1.1. DEFINICIONES

Una sucesion de numeros reales es una secuencia ordenada de numeros. Como
ejemplos podemos citar las siguientes secuencias:

a) 1,2,3,4,5,6..
b) 2,4,6,8,10,12..

N =
W=
-
el
-
Ul

1
c) 1

Una sucesion de nimeros reales es una aplicacién entre los nimeros naturales y los nimeros

reales:
f:N—-> R

n-a,

En el ejemplo anterior, la sucesion 2, 4, 6, 8, 10, 12... la podemos ver como:
1-2
2-4
3-6
4-8

n-2n
Se llama término de una sucesion a cada uno de los elementos que constituyen la sucesion.

Lo realmente importante a la hora de nombrar los términos de una sucesién es el
subindice porque denota el lugar que ocupan en la sucesion. Las letras con las que se designa la
sucesidn son distintas para sucesiones distintas y suelen ser letras minusculas.

Aunque una sucesion es una funcion, usualmente no se utiliza la notacién de funcién sino
gue Unicamente se escribe su término general.

Se llama término general de una sucesion al término que ocupa el lugar n-ésimo y se escribe
con la letra que denote a la sucesién (por ejemplo a) con subindice n: (a,).

En los ejemplos anteriores, los términos generales de las sucesiones son:

a) a, =n
b) b, =2n
c) cn=%
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A continuacién, dentro de las sucesiones, conviene definir lo que son las sucesiones
regulares y las sucesiones recurrentes.

Se define como sucesion regular a aquella cuyos términos siguen una determinada regla. Para
ello se puede buscar una ley de formacién que consiste en dar la ley que genera la sucesion.

Por otro lado, se define como sucesién recurrente a aquella cuyos términos se obtienen a
partir de los anteriores.

1.2. FORMAS DE DETERMINAR UNA SUCESION

En cuanto a las formas que existen para definir una sucesién, se puede:

1.2.1. DAR UNA PROPIEDAD QUE CUMPLAN LOS TERMINOS DE ESA SUCESION
Ejemplos:
e Sucesion de los numeros pares: 2, 4, 6, 8, 10...
e Sucesion de los numeros primos: 2, 3,5, 7, 11...
e Sucesion de los numeros naturales acabados en 7: 7, 17, 27, 37...
e Sucesion de los cuadrados de los numeros naturales: 1, 4, 9, 16...

e Sucesion de los cubos de los numeros naturales: 1, 8, 27, 64...

1.2.2. DAR SU TERMINO GENERAL O TERMINO N - ESIMO
Es una expresion algebraica en funcion de n. Como ejemplo:
a,=n?+5

Sabiendo esto, podemos construir los términos de la sucesién sin mds que sustituir n por
los numeros naturales. Asi, tendriamos:

a; =12+5=6
a,=22+5=9
a, =3*+5=14
a,=4%+5=21

1.2.3. USAR UNA LEY DE RECURRENCIA

Es una expresion que permite obtener un término a partir de los anteriores. Como por
ejemplo, la sucesion: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34... es conocida como Sucesién de Fibonacci y se
obtiene con la siguiente ley de recurrencia:

ag =a; =1, ap =ap-1 +ap—

Es decir, cada término, salvo los dos primeros, se obtiene como suma de los dos
anteriores.
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1.2.4. DE NINGUNA DE LAS FORMAS ANTERIORES

Por ejemplo, la sucesion formada por las cifras decimalesde m: 1,4, 1, 5, 9, 2... constituye
un sucesién pero ignoramos la propiedad, la férmula del término general o la ley de recurrencia
qgue nos permite, por ejemplo, conocer la cifra que ocupa el lugar un trillén.

1.3. SUCESION DE FIBONACCI

La sucesion de Fibonacci es una sucesion infinita de ndmeros naturales como la
siguiente:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597...

La sucesion comienza con dos numeros naturales cualesquiera y a partir de estos, «cada
término es la suma de los dos anteriores», es la relacion de recurrencia que la define.

Esta sucesion fue descrita en Europa por Leonardo de Pisa, matematico italiano del siglo
Xlll también conocido como Fibonacci. Tiene numerosas aplicaciones en ciencias de la
computacidon, matematica, tendencias bursatiles y teoria de juegos. También aparece en
configuraciones bioldgicas, como por ejemplo en las ramas de los arboles, en la disposicion de
las hojas en el tallo, en las flores de alcachofas y girasoles, en las inflorescencias del brécol
romanesco, en la configuracién de las pifas de las coniferas, en la reproduccién de varias
especies, en la estructura espiral del caparazon de algunos moluscos, como el nautilus, dinamica
de los huracanes, organizacion de las galaxias, proporciones del cuerpo humano, sus partes y
subpartes y en como el ADN codifica el crecimiento de las formas organicas complejas.

De entre las multiples propiedades que tiene esta sucesion destacaremos que los
numeros de Fibonacci aparecen al sumar las diagonales del tridngulo de Pascal, por la utilidad
de este ultimo para el desarrollo de binomios elevados a la n-esima potencia:

3__ 3
» 6 4 1
FyE 10 10 51

13+ 16 15 20 15 6 1
2t 7213535 21 7 1
341&3&55?0552331
1036 84 126126 84 36 9 1

E!fﬁ_l 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

|#|m

Los numeros de Fibonacci son la suma de las diagonales (marcadas en rojo) del tridngulo
de Pascal.
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1.4. OPERACIONES CON SUCESIONES

En lo que respecta a las operaciones basicas de las sucesiones se tiene que dadas las
sucesiones a, y b, tales que:

dp = dq,dp,d3 ...dp

bn = bl’ b2,b3 bn

1.4.1. SUMA DE SUCESIONES

a, +b, =a; +by,a, +by,a3+bs..a, +by,

1.4.2. DIFERENCIA DE SUCESIONES

an _bn = d; _bl,az —b2,33 _b3 ...dp _bn

1.4.3. PRODUCTO DE SUCESIONES

dp 'bn = a1 ‘bl,az 'bz,a3 'b3 . dp 'bn

1.4.4. COCIENTE DE SUCESIONES

A, 4dp adp adz adn
b, b;'b, bs by,

2.PROGRESIONES

Pasando a hablar sobre las progresiones, estas son un tipo de sucesiones, regulares y
recurrentes. Vamos a tratar esencialmente las progresiones aritméticas y las progresiones
geomeétricas.

2.1. PROGRESION ARITMETICA Y PROGRESION GEOMETRICA

Una progresion aritmética es una sucesion de niumeros reales en la que la diferencia entre
dos términos consecutivos de la sucesidn es constante. A esta constante se le lama diferencia
de la progresion y se suele denotar con la letra d, es decir, cada término se obtiene sumando
al anterior la diferencia, d:

apny1 —ap +d
Como ejemplo de progresién aritmética se puede plantear aquella cuyo primer término

seaa; = 2 ysudiferenciasea d = 3. Los cinco primeros términos de esta progresion aritmética
serian, por tanto:
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a; =2
a,=a;+d=2+3=5
ag=a,+d=5+3=38
a,=az;+d=8+3=11
ag =a,+d=11+3=14
Una progresion geométrica es una sucesion de numeros reales en la que el cociente entre

cada término y el anterior es constante. A esta constante se denomina razon de la progresion
.. an+41 _ o , g
y se suele denotar con la letra r. Es decir: —— = r siendo n un nimero natural y siempre que

an

a,, sea distinto de cero. Otra manera de decirlo, es que cada término se obtiene multiplicando
el anterior por la razénr:

dn+1 = aAp* ¥

Como ejemplo de progresion aritmética se puede plantear aquella cuyo primer término
sea a; =3 vy su diferencia sea r = 4. Los cinco primeros términos de esta progresion
geométrica serian, por tanto:

a; =3
a, =a;'r=3-4=12
ag=a,-r=12-4=48
a, =az-r=48-4=192
ag =a,-r=192-4 =768

2.2. TERMINO GENERAL DE UNA PROGRESION

Cada una de estas progresiones tiene un término general, el cual respondera a distintas
féormulas segun sea del tipo aritmético o geométrico.

El término general de una progresion aritmética es:

ap,=a; +(n—1)d

El término general de una progresion geométrica es:

2.3. SUMA Y PRODUCTO DE LOS N PRIMEROS TERMINOS

Asimismo, dentro de las definiciones y conceptos a manejar relativos a las progresiones,
hay que destacar la sumay el producto de los n primeros términos.
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La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética viene dada por:

n'(al+an)
=g

La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica viene dada por:

r-a,—a; a,(r"-1)

S =
n =l =l

siempre quer # 1

El producto de los n primeros términos de una progresion geométrica es:

n—-1
P, =ty(@;-ap)" =xa;-r 2

En lo que respecta a la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica,
primeramente veremos una serie de conceptos previos necesarios antes de definirla.

2.4. TIPOS DE SUCESIONES: CONVERGENTES, DIVERGENTES Y
OSCILANTES

Hay sucesiones como la progresion geométrica 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16... de razén 1/2, con

L 1\n-1 ) , .
término general a, (E) que se acercan a un cierto numero real, aunque puede ocurrir

que nunca lleguen a alcanzarlo. Esta progresion geométrica tiende a 0. Decimos entonces que

B =0

es convergente, que converge a 0, o que su limite es 0: lim a,, = lim

n—oo n—-oo

.a3 ad

ab

-

Otras sucesiones como la progresion geométrica 2, -2, 2, -2, 2, -2... de razén -1, con

término general a, = 2 - (—1)™*1 no se acercan a un unico valor, sino que oscila entre 2 y -2.

No tiene limite. Se dice que es una sucesion oscilante.

a3 a5

al

a2
[ ]

ad
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Otras sucesiones, como la progresién geométrica 2, 4, 8, 16, 32... de razén 2, con término
general a, = 2" no se acercan a un numero real, sino que crecen y crecen indefinidamente. No
tienen limite. No es convergente. Al aumentar n los valores de la sucesion pueden superar a
cualquier nimero por grande que éste sea. Se dice que su limite es infinito y que la sucesion es
divergente: 111_1)‘{)10 a, = 7li_r){)lo(Z)" = o0,

a4

a3

a2

a1l

Las sucesiones pueden ser convergentes, si tienen como limite un niumero L, divergentes, si
tienden a infinito, y oscilantes.

2.5. MONOTONIA Y ACOTACION

Para entender estos conceptos veamos los siguientes ejemplos:

e Lasucesion 2,4, 8, 16, 32... es mondétona creciente pero no esta acotada.
e Llasucesidn 2, -2,2,-2,2,-2... no es mondétona, pero si estd acotada.
e Llasucesion1,1/2,1/4,1/8,1/16, ...es mondtona decreciente y esta acotada.

e Llasucesién1/2,1/2+1/4,1/2+1/4+1/8, ...es mondtona creciente y estd acotada.

A la vista de estos ejemplos vamos a definir cuando una sucesion es mondétona y cuando
esta acotada.

Una sucesion a, esta acotada si existe k € R tal que |a,| < k para todo n.

Una sucesioén a, es mondétona creciente en sentido estricto si para todo n se verifica que a,, <
dn+1-

Una sucesion a, es mondtona decreciente en sentido estricto si para todo n se verifica que
anp > apsq-
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2.6. SUMA DE LOS INFINITOS TERMINOS CONSECUTIVOS DE UNA
PROGRESION GEOMETRICA

Dependiendo del valor de r serd posible o no obtener la suma de un nimero ilimitado de
términos:

MATEMATICAS

a) Sir =1, la progresion es la progresion constante formada por el primer término:
{a;,aq,a1,a4 ...} y si a; es positivo la suma de los términos sera cada vez mayor. Si
fuera a; negativo seria la suma cada vez mayor en valor absoluto, pero negativa. Por
tanto, si el nUmero de términos es ilimitado, esta suma es infinita. Es divergente.

b) Si|r| > 1, los términos crecen indefinidamente y el valor de la suma para un nimero
ilimitado de términos, también es infinito. Es divergente.

c) Si|r| <1, la suma de sus términos se aproxima, cuando n es grande, a

Observamos que la suma no depende del nimero de términos, ya que, al hacerse cada
vez mas pequeiios, llega un momento en que no se consideran. Es convergente.

d) Sir =1, los términos consecutivos son opuestos: {a;, —ay,a;, —a1,...1 Y S, esigual a
cero si n es par, e igual a a; si n es impar. La suma de la serie oscila entre esos dos
valores para un numero finito de términos. Para un numero de términos ilimitado no
sabemos si es par o impar, con lo que la suma no se puede realizar a no ser que a; =
0,casoenqueS =0 = % En el resto de los casos decimos que la suma de infinitos

términos no existe pues su valor es oscilante.

e) Sir < —1, los términos oscilan entre valores positivos y negativos, creciendo en valor
absoluto. La suma de sus infinitos términos no existe pues su valor también es
oscilante.

La suma de un numeroilimitado de términos de una progresion geométrica de primer término
no nulo sélo toma un valor finito si |r|] < 1, y entonces viene dada por:
a
=

2.7. APLICACIONES DE LAS PROGRESIONES GEOMETRICAS:
CAPITALIZACION COMPUESTA

Como ejemplo de aplicacion de las progresiones geométricas podemos mencionar el
calculo de la capitalizacién compuesta.

Pagina8de9



TEMA7YS8
Sucesiones y progresiones

MATEMATICAS

Si depositamos en una entidad financiera una cantidad de dinero C, durante un tiempo
t y un rédito r dado en tanto por uno, obtendremos un beneficiol = C; - r - t lamado interés.

La principal caracteristica de la capitalizacién compuesta es que los intereses que se
generan en un afno, pasan a formar parte del capital inicial y producen intereses en los periodos
siguientes.

Entonces al final del primer afo, el capital sera el capital inicial Cy junto con los intereses
producidos durante ese afio, es decir, C; =Cy +1=Cy+Cy-r-1=Cy-(1+71)

Al final del segundo afo, el capital que tendremos sera el capital que teniamos al finalizar
el primer aio mas los intereses producidos ese segundo afio, es decir,

C2=C1+C1r1=C1(1+I‘)=C0(1+I‘)(1+I‘)=C0(1+I‘)2

Observando los capitales obtenidos: C4,C, ...C, concluimos que se trata de una
progresion geométrica de razén (1 + r). Por tanto:

El afio n-ésimo, tendremos:

El capital final obtenido después de n afios dado un capital inicial Cy y un rédito r dado en
tanto por uno, es:

C,=Co-(1+0D)"
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